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MATHEMATICS 
EIN NEUER NEGATIONSLOSER BEWEIS EINES SATZES 
VON G. F. C. GRISS 
VON 
EDWIN WIEDMER 
(Communicated by Prof. A. HEYTINCJ at the meeting of September 29, 1973) 
ZUSAMMENFASSUNCI 
G. F. C. GRISS [I] beweist in seinen Arbeiten iiber negationslose Mathematik 
folgenden Satz fiber reelle Zahlen: 
Dabei benfitzt er die Spreadtheorie und das Fantheorem. Mit Hilfe der Negation 
l&at sich der Satz aber leicht ohne das Fantheorem und die Spreadtheorie beweiaen. 
Dies scheint mm such in der negationelosen Mathematik miiglich zu sein. 
9 1. EINLEITUNU 
G. F. C. Griss schreibt in einer seiner Arbeiten: “Die gegenwartige 
Mathematik gleicht einem Schiileraufsatz, in dem die Fehler wohl unter- 
strichen, aber nicht korrigiert sind.” 
Beispielsweise trifft man folgende SlCtze an. 
Bl: 13 ist nicht durch 6 teilbar. 
B2: Es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat 2 ergibt. 
In der negationslosen Mathematik werden solche Slitze durch positiv 
formulierte Satze ersetzt. 
Bl’: Die Division von 13 durch 6 ergibt einen Rest (niimlich 1). 
B2’ : Das Quadrat von jeder rationalen Zahl ist versohieden von 2. Zum 
Beispiel ist (141/100)2 verschieden von 2. (Bern.: “(141/100)2 ist 
verschieden von 2” wird als eine positive Aussage aufgefasst.) 
Studiert man allerdings die negationslose Theorie der reellen Zahlen, 
so konnte man den Eindruck gewinnen, dass deren Behandlung ohne 
Negation bedeutend umstlindlicher sei, ds mit Negation, und daas man 
schon fiir den einfachen untenstehenden Satz Sl die Spreadtheorie und 
das Fantheorem beniitigt. 
Sl: Sind a und b zwei reelle Zahlen, sodass jede von a getrennte Zahl 
c such von b getrennt ist, so ist a=b. [l. $ 4. IV] oder [2. $ 8.21. 
Sl ist eine positive Formulierung des im intuitionistischen Sinne giil- 
tigen Satzes : 
1st die reelle Zahl a nicht getrermt von der reellen Zahl b, so ist 
a=b. [2. $ 2.2.3, Theorem 31. 
Unser Ziel ist nun einen negationslosen Beweis von Sl anzugeben, der 
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die Spreadtheorie und das Fantheorem nicht beniitzt. Der Beweis erfolgt 
im $ 3. Dabei wird ein von G. F. C. Griss nicht erwahnter, aber einfacher 
Hilfssatz fiber die rationalen Zahlen angewendet. Einen Beweis des 
Hilfssatzes findet der Leser im 9 2. 
Ich danke Professor Heyting fiir seine wertvollen Hinweise, welche die 
vorliegende Darstellung des Beweises mitbestimmt haben. 
Q 2. EIN HILFSSATZ UBER RATIONALE ZAELEN 
Hl: Sind i, j zwei nattiirliche Zahlen, sodass j verschieden ist von jeder 
net&lichen Zahl k, die griissergleich i ist, so ist j kleiner als i. 
In Formeln : (i < k yj#k)Tj<i. 
Bemerkung : Die Zahl 0 sol1 im Gegensatz zu Griss such zu den natiir- 
lichen Zahlen gehoren. 
Ein Beweis von Hl: 
Zuerst soll Ll mit Induktion nach n bewiesen werden. 
Ll: fur alle n gilt i<n+l &j<n+l AT (i<k~ j#k) i j<i. 
Verankerung : n = 0 : 
Sei igl &jgl & (i<k -+#4 
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(da i<l & (i<k yj#W 
j=O (da j<l) 
j#i (da i<i & (i<kT j#k)) 
i=l (da j=O & i<l) 
L j<i 
A i<l &j<l t(i<kyj#k)~j<i. 
Ind. Schritt: Sei n eine beliebige n&tiirliche Zahl mit 
idn+l &j<n+l &(i(t Tj#k)Tj<i. 
f Seien 21, m EN mit 
p<n+l dzmgn+2 & (p<ky m#k) 
p<n+2 (da igjTi<j+l) 
m#n+2 (da p<k 7 m#k) 
m<n+2 
m<n+l (da i#j+l &i<j+l~i<j) 
p<n-t-1 &m~n+l Az@=~ky m#k) 
L m<P (Ind.-annahme) 
A p<n+l &m<n+2&(~<k~m#k)p;;;+mcP 
r Seien 21, m EN mit 
p=n+2 &m<n+2 & (pgk? mfk) 
p,gn+2 (da i=jT i<j) 
m#n+2 (da p<kT m#k) 
m<n+2 
m<n+2 (da i#j &i<j---+ i<j) 
. m<P (da h=i & j<i& j<h) 
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A p=n+2 &m<n+2 & (p<k--p m#k)- p (I) m<P* 
p<n+2&m<n+2&(pgk ym#k)xm<p 
(da p<n+++ p9n+lVp=n+2) 
Damit iat Ll bewiesen. 
L 
Sei nun i, jEN mit (i<k Tj#k) 
i<i+j+l 
j=zi+j+ 1 
i<i+j+l &jgi+j+l & (i<k yj+k) 
jci (nach Ll) 
A (i<kT j#k) 3 jci. q.e.d. 
H2: Sind r, s zwei rationale Zahlen, sodrtss s verschieden ist von jeder 
rationalen Zahl t, die grossergleich r ist, so ist s kleiner als T. 
In Formeln : (r 6 t T t$S)r S$K 
Ein Beweis von H2: 
/ Seien r, SE:& mit ~$t-yt#s 
Es existieren eine rationale Zahf u und natiirliche Zehlen p, n, m 
mit r;u+(p/m) &s;u+(n/m) 
u + (2-M) 6 u + W.4 7 u + (i/m) g u + (n/m) (folgt aua der 
P$i i#n 
J Annahme) 
N 
P$++ i#n 
N 
“2P (nach Hl) 
u+ (n/m) 2 u+ (P/m) 
S<Y 
L Q 
A (yt y+t~s)~s~r q.e.d. 
Q 3. BEWEIS VON Sl 
Der hier angegebene Beweie ist Lhnlich zum Beweis von [2. $ 2.2.31. 
Wir ersetzen einfach die indirekten Beweisteile. 
Es wird vorausgesetzt, dass die natiirliohen Zahlen N und die rationalen 
Zehlen Q bekannt sind, inklusive die arithmetischen Operationen (-I-, -, 
-9 /, min, max, 1 1) und die Relationen ( =, # , <, =, # , < ). Die reellen 
Zahlen werden wie in [2] duroh C?auo&f~ge~ v& &&ralen Zahlen 
dargestellt. 
Dl: Eine Sequenz von rationalen Zahlen ist eine Ceuohyfolge, falls eine 
rekursive Funktion f : iV+ + N existiert mit 
la(f(i) + k) -a(f(i))l 2 l/i fur i E N+, k E $7. 
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D2: a = b * a, b sind Cauchyfolgen und a(n) 5 b(n) fiir n E N. 
D3: a q& b * a, b sind Cauchyfolgen und es existiert eine natiirliche 
Zahl n mit a(n) $= b(n). 
D4: ar b e a, b sind Cauchyfolgen und es existiert eine rekursive 
Funktion f : N+ --f N mit 
la(f(i) + k) - b(f(i) + k)l ; l/i fur i E N+, k E N. 
DB: a%b e a, b sind Cauchyfolgen und es existieren i E N+ und j E N 
mit la(j+k)-b(j+k)l? I/i fur HEN. 
Es sol1 nun folgende Verschiirfung von Sl bewiesen werden : 
52: 1st c qz4 b ftir jedes c mit cga, so gilt az b. 
In Formeln: (cga 7 c f b) 3 aEb. 
Beweie von &?: 
Seien a, b Cauchyfolgen mit c 8 a 7 c $ b. (Solche Folgen lassen 
sich leicht finden.) 
Seien f, g rekursive Funktionen mit 
la(f(i) + k) - a(f(i))l 2 l/i & Ib(g(i) + k) - b(g(i))l 2 l/i fti i E N+, k E N 
(Nach Dl existieren solche Funktionen.) 
Ausgehend von f, g lasst sich F, konstruieren mit 
h(i)r max (f(l69, g(16i)) fur i E N+. 
Offensichtlicherweise gilt nun 
la@(i) + k) -a@(i))1 2 l/G & lb@(i) + k) -b@(i))\ ; l/f& 
fiir i E N+, k E N 
Falls man nun 
* [b@(i)) -a@(i))1 2 1/2i fiir i E N+ 
beweisen kann, folgt 
la(h(i)+k)-b(ic(i)+k)l~l/i fiir ieN+, k:eN 
also a;b 
azb 
In der Mathematik mit Negation beweist man (*), indem man zeigt, 
dass die Annahme lb@(i)) -a@(i))1 $1/2i fur alle i E N+ auf einen Wider- 
spruch fiihrt. In der negationslosen Mathematik miissen wir andere 
Argumente beniitzen. Wir werden an dieser Stelle den Satz H2 (siehe Q 2) 
anwenden. 
Beweis von (*) : 
Sei i~Nf 
Sei r eine rationale Zahl mit 1/2i 2r. 
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Man kann nun eine Folge d: N --+ Q konstruieren mit 
d(n) z b(n) +r - b@(i)) + a@(i)) fti n E N. 
Da b eine Cauchyfolge ist, ist such d eine Cauchyfolge. 
Id(h(i)+k) -a(h(i)+k)l g - Id(h(i)+k)-d(h(i))l+ I~(~(q)-a(h(i))I 
- la(A(i)) -a@(i) +k)l 2 - l/Si+ I?q - lpi% 1/4i fiir k E N 
qa (D5) 
dfb (da c%a --p c + b) 
r $ b@(i)) -a@(i)) 
Ebenso kann man r$ - (b@(i)) -a@(i))) beweisen. 
1/2iy -7 r$ WW)-aW)l 
lb@(i)) -a@(i))/ ; 1/2i (Anwendung von H2) 
Fti alle i E iV+, lb@(i)) -a@(i))/ ; 1/2i q.e.d. 
Eidgeniiseieche Teohnieche Hochachuk, 
Ziirich 
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